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摘要：快速标定斜角切削力系数的方法在切削力建模中得到了广泛应用，但该方法忽略了系数辨
识过程中的不确定性因素。针对此问题，提出了一种基于贝叶斯推断的切削力系数辨识方法。推
导了镶齿面铣刀铣削力解析模型，给出了快速标定斜角切削力系数的线性回归方法。通过马尔科
夫链蒙特卡罗方法从切削力系数的后验分布中生成样本，然后基于贝叶斯推断方法评价切削力系
数的变化。在给定的实验条件下，分别用线性回归方法和贝叶斯推断方法进行切削力系数辨识，
将计算得到的铣削力与实验铣削力值进行对比，结果表明贝叶斯推断方法具有更高的预测精度。 
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Identification of Cutting Coefficients Applying Bayesian Inference 
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Abstract：The fast identification of cutting coefficients by oblique cutting has been widely used in cutting force 
modeling, which neglects uncertainties in identification of cutting coefficients. A method for identification of 
cutting coefficients based on Bayesian inference was proposed to solve this problem. The analytical model of 
facing milling with inserted cutters was deduced and the linear regression method based on fast identification of 
cutting coefficients by oblique cutting was also given. The cutting coefficients were sampled from their posterior 
distribution. The variations of cutting coefficients were estimated based on Bayesian inference. The cutting 
coefficients obtained from linear regression method and Bayesian method at given experimental conditions were 
used to calculate milling forces respectively. Milling experiments were performed to validate the effectiveness of 
these two approaches. The result shows that the Bayesian method can obtain more accurate prediction. 
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切削力是影响零件加工质量的重要物理参数，
通过对切削力的预测可进一步优化工艺过程，提高
加工质量和效率。目前国内外学者已经发展了多种
切削力模型，线性切削力模型是其中应用最广泛的
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一种
[1,2]
。在线性切削力模型中，通过对切削过程中
不同进给率的平均切削力进行线性回归可以得到这
些切削力系数值，这种快速标定斜角铣削切削力系
数的方法在铣削力建模及稳定性研究中得到了广泛
应用
[3,4]
。 
由于刀具磨损、工件材质不均匀及刀具-工件
之间摩擦等因素影响，切削实验得到的切削系数
事实上为不确定量
[5]
，将其视为常数进行切削力
建模是一种忽略参数随机特征的简化方法。目前，
已有很多学者将切削力系数等作为不确定参数应
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用于切削力和切削颤振稳定性预测中
[6-9]
。为了对
切削力系数的不确定性进行量化，往往需要进行
大量的实验，从而增大了铣削力建模的成本。
Karandikar 等[10]应用贝叶斯推断方法（Bayesian 
Inference）建立铣削力模型，并通过单齿铣刀切
削 1018 钢实验对该方法进行了验证，该方法能够
基于先验知识，通过少量的实验就可以得到较好
的预测结果。随后，Mehta 等[11]采用相同的方法
进行铣削力系数辨识，通过实验证明只需要很少
的参数更新就可以获得较好的预测效果。Gözö 和
Karpat[12]进一步将该方法应用于钛合金微铣削力
系数的不确定分析中，结果表明采用贝叶斯推断
方法可大大减少试验成本。 
目前，基于贝叶斯推断的切削力建模方法获
得了更多的关注，但还处于不断发展和完善中，
尤其在国内相关研究还较少有人涉及。本文阐述
了切削力系数贝叶斯推断方法的基本理论和算法
步骤，并通过镶齿面铣刀铣削实验对该方法进行
验证。 
1  铣削力模型 
瞬时刚性力学模型是目前应用较广的一种切削
力模型，其基本公式可表示为
[13]
 
t t te
n n ne
a a ae
dF K hdz K ds
dF K hdz K ds
dF K hdz K ds
 
  
  
   
 
        （1）
 
式中：dFt、dFn、dFa分别为切向、径向和轴向切削
力微元；Kt、Kn、Ka 分别为切向、径向和轴向剪切
力系数；Kte、Kne、Kae 分别为切向、径向和轴向刃
口力系数；h 为瞬时未变形切屑厚度；ds、dz 分别
为切削刃长度微元和轴向切深微元。 
对于镶齿面铣刀，刀片切削刃轮廓及作用力如
图 1 所示。假设刀片为矩形刀片，刀片数为 N，沿 
轴向将刀片的切削刃分割成 M 个微元，根据瞬时刚 
1  
图 1 刀片切削刃轮廓及切削力 
性力学模型，切削刃 j 上第 k 个切削刃微元上的瞬
时切削力为： 
t t te
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（2）
 
式中：ϕjk 为切削刃微元的径向接触角，fzjk为微元的
每齿进给量；g(ϕjk)为单元阶跃函数，ϕst≤ϕjk≤ϕex 时
g(ϕjk)=1，ϕjk<ϕst 或 ϕjk>ϕex时，g(ϕjk)=0。 
通过坐标变换，可得到切削刃 X、Y、Z 方向
上的切削力。沿轴向积分，并对作用在每个刀齿上
的切削力求和，就得到某一瞬间作用在整个铣刀上
的切削力为： 
x
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       （3）           
为了确定铣削力模型，需要求出公式（3）中的
六个铣削力系数。本文采用快速标定斜角切削力系
数的方法，即在固定的接触角和轴向切削深度，改
变进给率进行一组切削实验，然后测量每个刀齿周
期的平均力
[4]
。如果采用全齿铣削实验，则切入角
0°，切出角为 180°。设切削深度为 ap，进给率为 ft，
则得到所有刀齿在 3 个方向的平均切削力： 
p p
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 （4）          
采用线性回归法得到铣削力系数，对实验得到
的铣削力数据进行线性拟合，通过最小二乘法求出
回归系数，即对应的六个铣削力系数,其表达式如下 
1 0
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     （5）           
式中：a0x、a0y、a0z 和 a1x、a1y、a1z 为线性回
归系数，具体计算方法可参考文献[14]。  
由于X和Y方向的切削力对铣削过程的稳定性
具有更为重要的意义，以下仅对这两个方向的铣削
力进行讨论。 
2  贝叶斯推断方法 
基于贝叶斯推断模型确定铣削力系数。贝叶斯
ø
dFt 
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公式可表示为 
      
| ,
| ,
|
P A P B A
P A B
P B



     （6）                                          
式中：  | ,P A B  为事件B发生后事件A的后验概率；
 P A 为给定信息 θ时事件 A 的先验概率；  | ,P B A 
为给定 B 的条件分布，又称为似然；  |P B  为未知
事件 A 发生时事件 B 发生的概率，该值与 θ无关，
仅起到归一化因子的作用。 
根据贝叶斯准则，后验信念与先验和似然函数
的乘积成比例关系。贝叶斯推断就是通过新数据更
新先验信念从而获得后验信念。Karandikar 等[10]给
出了切削力系数更新的方法，即用先验知识和实验
数据来评价切削力系数的变化，其贝叶斯推理准则
如下： 
t n te ne
t n te ne
, , , t n te ne x,m y,m
, , , x,m y,m t n te ne
( , , , | , )
( , | , , , )
K K K K
K K K K
f K K K K F F
f l F F K K K K

  （7）                                  
式中： x,mF 和 y,mF 分别为 X 方向和 Y 方向的实测平
均力。
t n te ne, , , t n te ne x,m y,m
( , , , | , )K K K Kf K K K K F F 为由测量
平均力得到的切削力系数后验分布。
t n te ne, , ,K K K K
f 为
切 削 力 系 数 的 联 合 先 验 分 布 。
x,m y,m t n te ne( , | , , , )l F F K K K K 为给定六个切削力系数时
得到 X 方向和 Y 方向平均力的似然函数。后验函数
通过先验和似然的乘积求得，且必须归一化以获得
概率密度函数的单位量。假设切削力系数是相互独
立的，则切削力系数的联合密度函数等于每个切削
力系数密度函数的乘积。若 X 方向和 Y 方向平均切
削力也假定是独立的，则总的似然函数就等于 X 方
向和 Y 方向每个测量平均力似然函数的乘积。 
需要注意的是，进行贝叶斯更新需要得到似然
函数和先验函数两个输入，先验函数是建立在对切
削力系数的先验知识基础上的，似然函数是在给定
切削力系数值时得到的切削力与测量平均切削力的
似然性。 
3  马尔科夫链蒙特卡罗方法 
马尔科夫链蒙特卡罗法（MCMC）是从已知随
机分布中进行采样的方法，它的主要优势在于可从
生成样本困难的分布中进行抽样，只需通过策略性
的构建马尔科夫链就能使静态分布收敛于期望分
布。Metropolis-Hastings 算法（MH）是最流行的一
种 MCMC 算法[15]，本文中选用 MH 算法从切削力
系数的后验分布中生成样本，后验概率密度函数定
义为 MH 算法的目标概率密度函数。在 MH 算法中，
需要生成的马尔科夫链的静态分布就是目标分布
p(x)，而建议分布 q(x)用来从目标分布生成的样本中
抽取候选样本。候选样本根据下面的接受概率判断
接受或者拒绝 
        
* *
*
* *
|
, min 1,
|
p x q x x
A x x
p x q x x
    
  
  （8）           
式中：x*为从建议分布中抽取的候选样本；x 为马尔
科夫链的当前状态。在每次迭代中，如果接受样本
马尔科夫链就向 x*移动，否则就保持当前状态值 x。         
MH 算法的伪代码如下： 
（1）初始化起点 x0。     %选择一个初始状态 
（2）for  i=1 to i=N  do  %重复迭代 N 次 
     x0 ~ q(x*|xi)      %生成服从建议概率 
q 的随机数 
     u ~ U(0,1)      %生成服从均匀分布的
随机数 
            
* *
*
*
|
, min 1,
|
i
i i
p x q x x
A x x
p x p x x
    
  
   
%计算接受概率 
    if  u <A 
       x(i+1)= x*          %接受新状态 
    else 
       x(i+1)= x(i)         %保持状态不变 
上述算法是对单变量进行采样，而本文中后验
分布是切削力系数的联合概率密度函数，为此采用
单变量建议分布先对单个变量进行采样，然后按顺
序依次采样余下的变量。 
4  切削力系数辨识的贝叶斯推断 
本部分介绍基于 MCMC 方法的切削力系数贝
叶斯推断方法。为了便于分析，假定四个切削力系
数先验分布为联合均匀概率密度函数，且它们之间
相互独立。 
如上节所述，首先采用单变量 MH 算法对切削
力系数 Kt，Kn，Kte，Kne 的联合后验概率密度进行
采样。定义马尔科夫链的起始点 x0=[ Kt 
0  Kn 
0  Kte 
0  
Kne
 0]，并按照 Kt，Kn，Kte，Kne的顺序从建议样本
中进行采样。假定每个系数的建议样本的分布服从
正态分布，以 Kt 采样为例，候选样本 Kt
*
从 Kt的建
议分布中进行采样。Kt 的后验概率密度函数为其它
系数的条件分布 p(Kt 
0 | Kn 
0  Kte 
0  Kne
 0)，由先验和
似然函数求得。每个系数的先验值服从均匀分布。
平均力值可按链的当前状态结合方程（4）求出，考
虑到铣削力的不确定性，假设平均力值服从标准差
为 1 N 的正态分布。根据文献[10]，标准差应足够
大以保证有较大的样本域。X 方向和 Y 方向的似然
为各自测量平均力的概率密度函数，它描述了在链
的当前状态下求得的平均力与测量平均力的近似程
度。将各个测量切削力概率密度函数相乘，就得到
所有测量力值的总似然概率密度函数。贝叶斯算法
中的似然函数实际上起到了一定的纠错机制，可以
对线性回归算法计算出的切削力系数进行补偿。按
照相同的步骤可以继续求出的 Kt 
*
，p(Kt 
i | Kn 
i  Kte 
i  
Kne
 i)后验概率密度函数。根据式（9）可计算接受概 
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率，由于正态分布中 q(x*|xi)= q(xi | x*)，故有 
    
*
t n te ne*
t n te ne
| , ,
, min 1,
| , ,i
p K K K K
A x x
p K K K K
    
  
  （9） 
接受概率 A 与均匀分布 U(0,1)产生的随机样本
u 进行比较，如果 u <A 则 Kt 
1=Kt 
*
，否则 Kt 
1=Kt 
0
。
按照 Kt，Kn，Kte，Kne 的顺序，更新后的值 Kt 
1
继
续用来更新 Kn 
0
的值，接着 Kt 
1
、Kn 
0
用来更新 Kte 
0
，
最后再用 Kt 
1
、Kn 
1
、Kte 
1
来更新 Kne 
0
。第 1 个迭代
过程结束后，继续按相同的步骤重复 N-1 次迭代。 
5  实验验证 
本节进行铣削力实验对提出的方法进行验证。
铣削实验在卧式铣削机床上进行，刀具为 5 齿硬质
合金端面铣刀，工件材料为航空铝合金 HT200，铣
削方式为槽铣。切削力信号通过 Kistler 9257B 进行
测量，实验装置如图 2 所示。 
 
图 2 铣削力测量实验装置 
在主轴转速为 800 r/min，切削深度为 2 mm 的
条件下，按进给速度（0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.10, 
0.12, 0.14, 0.16, 0.18）mm/t 进行试验，根据线性回
归方法可以得到切削力系数分别为：Kt=-1695.9 
N/mm2, Kn=-123.4 N/mm
2, Kte=-15.2 N/mm, 
Kne=-4.6  N/mm。 
在切削力系数预测算法中，切削力系数的先验
分布可采用正态分布或均匀分布，根据文献[12]，
当先验信息（如试验数据、经验知识等）比较充分
时，推荐选用正态分布，反之可选用均匀分布，本
文采用两种分布进行对比分析。分布参数尽量选择
较宽的区间，以便能反映切削力系数的变动范围。
将线性回归方法得到切削力系数值作为正态分布的
均值，定义正态分布的边缘密度函数为：
Kt=N(-1695.9,300),Kn=N(-123.4,300),Kte=N(-15.2,10
),  Kne=N(-4.6,2)；均匀分布的边缘密度函数定义
为：Kt=U(-2000, 0), Kn=U(-2000,0), Kte=N(-100,0), 
Kne=N(-50,0)。建议分布对收敛过程具有重要影响，
选择的时候要保证其能够覆盖目标分布的范围。为
了进行贝叶斯更新，还需要对似然函数进行定义。
定义按式（4）求出的平均力值服从正态分布
N( x,yF ,1), 试验得到平均力值服从标准差为 1 N 的
正态分布，其平均值取试验力数据的平均值。在定
义马尔科夫链的起始点 x0=[ Kt 
0  Kn 
0  Kte 
0  Kne
 0]= 
[-1456  -1878.5  -30.9  85]。 
在上述条件下按照贝叶斯算法对铣削力系数进
行预测，得到 MCMC 给出的 10000 次的抽样结果
如图 3 所示，从中可以看出四个铣削力系数都能快
速收敛于实验值。图 4 和图 5 给出了先验分布为正
态分布和均匀分布两种情况下的后验分布及拟合结
果，从图中可以看出，在贝叶斯算法中先验分布取
正态分布和均匀分布都可以得到较好的效果，但取
均匀分布时力的变异性比取正态分布时显然更大。
同时，还可以看到在 MCMC 算法中剪切力系数的
影响比刃口力系数的影响更大。 
 
图 3 铣削力系数抽样结果 
 
图 4 铣削力系数先验分布为正态分布时的后验分布 
图 5 铣削力系数分布为均匀分布时的后验分布 
在上述切削参数下，分别按照线性回归法和贝
叶斯法得铣削力系数，代入公式（4）后可计算得到
铣削力值，然后与试验铣削力值进行对比以验证铣
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削力的预测效果，如图 6 所示。从对比结果来看，
总体上贝叶斯方法能够更为准确的预测铣削力值，
这主要是线性回归法得到的切削力系数值要更大。
由于贝叶斯法能够综合考虑切削过程中的不确定因
素，从而能够得到更为准确的铣削力系数。同时，
该方法基于先验知识，通过少量的实验就可以得到
较好的预测结果。 
   
     图 6 仿真与实验得到的铣削力对比 
6  结论 
1）提出了一种基于 MCMC 方法的切削力系数
贝叶斯推断方法，该方法可以综合考虑力系数的内
在不确定性，且能够基于先验知识和少量的实验数
据实现对不确定性的量化。 
2）给出了切削力系数贝叶斯推断方法的算法
流程，并采用不同切削力系数的先验分布进行切削
力系数辨识，表明该方法对先验分布选择具有一定
敏感性。 
3）开展了镶齿面铣刀铣削力实验对贝叶斯推
断方法的有效性进行了验证，分析结果表明该方法
相比线性回归法能够更为准确的预测铣削力。 
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